Torsten FRITZLAR, Halle an der Saale
Zum Beweisbedirfnis im jungen Schulalter

Das Beweisen oder argumentierende Begrinden — zumindest an dieser
Stelle méchte ich dazwischen nicht unterscheiden (vgl. Ambrus, 1992) -
hat fir die Mathematik und den Mathematikunterricht eine enorme Bedeu-
tung, weshalb an der Entwicklung entsprechender F&higkeiten und Bereit-
schaften bereits von der ersten Klasse an gearbeitet werden sollte (z.B.
Rehm, 1992; Winter, 1983). Ein wichtiges Ziel ist dabei die Ausbildung
eines Beweisbedurfnisses: Die Lernenden sollen zum einen erkennen und
anerkennen, dass mathematische Aussagen auf ,,fachmathematische Art“
bewiesen werden missen (objektives Beweisbedurfnis) und zum anderen
einen personlichen Drang entwickeln, einen Beweis zu finden oder zu er-
fahren (subjektives Beweisbedirfnis) (Winter, 1983). Aus verschiedenen
Untersuchungen weil} man allerdings, dass das Beweisbedirfnis bei jungen
Mathematiklernenden in der Regel nur sehr gering ausgepragt ist (z.B. Be-
zold, 2008; Steinweg, 2001).

Zur Beschreibung mathematischer Begabungen gibt es verschiedene fach-
didaktische Ansétze. Im Modell von Kapnick und Fuchs zur Entwicklung
mathematischer Begabungen im Grundschulalter und dartber hinaus (Fritz-
lar et al., 2006) finden sich keine Hinweise zu besonderen argumentativen
Fahigkeiten oder zu einem stéarker ausgepragten Beweisbedirfnis, im Mo-
dell von Heinze wird dagegen das ,,Bedirfnis nach plausiblen, mathemati-
schen Erklarungen und Streben nach Erkenntnissen® als Merkmal eines
mathematischen Talents im Grundschulalter benannt (Heinze, 2005, S. 39).

Das bisher Skizzierte motivierte mich, in einer Fallstudie nach méglichen
Unterschieden hinsichtlich des Beweisbedurfnisses zu suchen zwischen
nicht ausgewéhlten Lernenden und Schulerinnen und Schiilern, die auf-
grund eines mathematikspezifischen Tests als mathematisch begabt oder
zumindest sehr leistungsstark gelten. In diesem Rahmen wurde in verschie-
denen reguldren Klassen der dritten, vierten und fiinften Jahrgangsstufe, in
Fordergruppen flir mathematisch interessierte oder begabte Dritt- und
Viertklassler sowie in den funften Klassen eines Spezialgymnasiums mit
mathematisch—naturwissenschaftlicher Schwerpunktsetzung ein zweistiin-
diger Unterrichtsversuch durchgefihrt. In jeder Gruppe wurden vier Pro-
blemstellungen eingesetzt, bei deren Bearbeitung auch jingere Lernende
schnell Zahlenmuster konstruieren kdnnen, die einfach zu beschreiben und
durch Rickgriff auf den durchschaubaren Entstehungsprozess leicht zu be-
grinden sind. Die jeweils zu bearbeitenden Situationen und einfiihrenden
Fragen zeigt die Abbildung auf der folgenden Seite.
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Eine Biene lauft iiber thre Waben. Sie
beginnt ganz links und bewegt sich 1n-
mer nach rechts: genau nach rechts, nach
rechts oben oder nach rechts unten.

Auf wie vielen verschiedenen Wegen
kann die Biene die Waben A, B. C. D,
Ein Wanderer méchte von ... erreichen?

der Bergspitze aut dem kiir-

- 2er Berg 3er Berg der Berg
zesten Weg nach unten lau- : § i
fen. Dort wo sich die Kreise /
.. . * RPN,
beriihren, darf er von Kreis () (X )
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zu Kreis wandern. ) (X ) C X 1 )
A - .\\‘:/'. }"’-. A P __/--\.,_\I/—\..‘f/--\..__.l

Wie viele verschiedene We- (| ) C X X)) (X L X
ge gibt es be1 den abgebilde-
ten Bergen jeweils?

A

Auf emem Kreis wurden vier beliebige
Punkte ausgewdhlt. Wie viele Linien
B werden benétigt, um jeden dieser Punkte

mit jedem anderen zu verbinden?

ad N
D C

Johannes verbringt den Urlaub mit seinen Eltern in einer amerikanischen
GroBstadt. Die Abbildung zeigt emen kleinen Ausschnitt aus dem Stadtplan.
Die Stralen bilden in diesem Stadtviertel ein rechteckiges Muster.

Johannes befindet sich auf der Kreuzung, die mit dem schwarzen Quadrat
gekennzeichnet 1st.

Er mochte zur Kreuzung mit dem grauen Dreieck, denn dort 1st das Hotel.
Wie viele Wege kann Johannes nehmen, wenn er keinen Umweg gehen will?
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Begonnen wurde stets mit den ,,Bienenwaben®. Bei der Auseinanderset-
zung damit konstruierten die Lernenden in allen Gruppen verschiedene
Zahlenmuster, die zu unterschiedlichen Fortsetzungsmoglichkeiten (12
oder 13 Wege in die Wabe F) flhrten.
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Zur Entscheldungsfmdung h|nS|chtI|ch der Anzahl der Wege in die Wabe F
schlugen die Schiiler(innen) neben dem aufwéndigen und fehleranfélligen
Probieren zuné&chst oft eine ,,demokratische Abstimmung* oder die leichte-
re Verstandlichkeit eines Musters als Kriterium vor. In einem anschliel3en-
den Unterrichtsgesprach wurde das diesbezugliche Potenzial einer begrin-
denden Argumentation beispielsweise ausgehend vom Entstehungsprozess
der Zahlenfolge herausgearbeitet und so die Suche nach einer Begriindung
fur die Allgemeingiiltigkeit eines Musters fur die Lernenden nach Mdog-
lichkeit sinnvoll gemacht. In der Tat konnte auch in allen Schilergruppen
eine Begrindung fir das Fibonacci-Muster — gelegentlich mit leichter Un-
terstlitzung durch die Lehrperson — gefunden werden.

Im Anschluss wahlten die Schiler(innen) weitere Problemstellungen zur
Bearbeitung aus, wobei sie jeweils ein Muster in den Anzahlfolgen kon-
struieren und begruinden sollten, warum dieses auch fur hohe Berge, viele
Punkte auf dem Kreis bzw. weit entfernte Kreuzungen gilt. Mich interes-
sierte insbesondere: Lassen sich zwischen den Schilergruppen Unterschie-
de identifizieren hinsichtlich der Begriindungen fir die Allgemeingultigkeit
der Muster, nachdem anhand der ,,Bienenwaben* herausgearbeitet wurde,
welche Bedeutung Begriindungen in diesem Zusammenhang haben?

An dieser Stelle kann ich lediglich Erfahrungen andeuten, die ich im flnf-
ten Jahrgang an einem reguldren (zwei Klassen) und einem Spezialgymna-
sium mit mathematisch—naturwissenschaftlicher Ausrichtung und entspre-
chendem Aufnahmeverfahren (drei Klassen) sammeln konnte.

In allen Klassen fanden viele Schilerinnen und Schiler bei mehreren der
zur Auswahl stehenden Problemstellungen passende Zahlenmuster, auch
das vielleicht etwas schwierigere Additionsmuster zu den ,,kiirzesten We-
gen* wurde in allen Klassen gefunden. Eine Begriindung fir die vermutete
Allgemeingultigkeit oder auch nur Begriindungsansatze (im mathemati-
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schen Sinne) wurden allerdings ausgesprochen selten notiert, in der Regel
wurde auf entsprechende Aufforderung das bereits konstruierte Muster
noch einmal beschrieben, dessen prinzipielle Fortsetzbarkeit ,,bis ins Un-
endliche* angefuihrt oder angegeben, dass weitere Beispiele positiv getestet
wurden. Und hinsichtlich meiner Fragestellung wesentlich: Zwischen der
Gruppe der mathematisch begabten (oder zumindest sehr leistungsstarken)
und der Gruppe der nichtausgewdahlten Lernenden deuteten sich weder
quantitative noch qualitative Unterschiede im Streben nach einer Begriin-
dung im mathematischen Sinne an.

Auch wenn aus dieser Fallstudie aufgrund der geringen Teilnehmerzahl
und der Verwendung nur eines Typs von Problemstellungen lediglich erste
Eindricke gewonnen werden konnen, deutet sich fir mich zum einen an,
dass auch das Beweisbedirfnis von Lernenden starker erfahrungs- (statt
begabungs-) abhangig sein konnte. Zum anderen koénnen die Ergebnisse
auch als weiteres Indiz dafiir gesehen werden, dass logische Argumentatio-
nen bei jungen Schulerinnen und Schulern nur einen geringen Stellenwert
und wenig Uberzeugungskraft im Vergleich zu empirischen Daten haben
(vgl. Stein, 1999, S.25).
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